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Н Е Р А В Е Н С Т В А  Б Е Р Н Ш Т Е Й Н А  И  С Е Г Е  
Д Л Я  Т Р И Г О Н О М Е Т Р И Ч Е С К И Х  П О Л И Н О М О В *
В работе дан обзор результатов, относящихся к точным неравенствам 
Бернштейна и Сеге для тригонометрических полиномов (на вещественной 
оси, а точнее, на периоде) и некоторым более общим неравенствам для триго­
нометрических полиномов и алгебраических многочленов на единичном кру­
ге комплексной плоскости; все эти неравенства можно интерпретировать как 
вычисление или оценки норм линейных операторов на множестве полино­
мов. Обозначенная тематика весьма обширна; отбор материала существенно 
отражает интересы автора. Наибольшее внимание уделено точным неравен­
ствам в пространствах Ьр при 0 ^  р  <  1. Обсуждаются такж е классические 
неравенства для тригонометрических полиномов относительно функциона­
лов типа (д-нормы для двух важных классов функций р.
1 . К л а с с и ч е с к и е  в а р и а н т ы  н е р а в е н с т в
1.1. Символом Р будем обозначать поле С комплексных или поле М 
вещественных чисел. Пусть С — С(Р) есть пространство непрерывных 
27г-периодических функций со значениями в поле Р; это есть банахово про­
странство относительно равномерной нормы \\/\\с — т а х { |/(^ )| : £ С [0,27г]}. 
Обозначим через 7Д Р ) множество тригонометрических полиномов
порядка п  с коэффициентами из поля Р. Во множестве Тп (С) выполняется 
известное и часто используемое неравенство Бернштейна
экстремальные полиномы неравенства (2) имеют вид a cosn t  +  bsinnt.  
С. Н. Бернштейн получил неравенство (2) для полиномов с вещественными 
коэффициентами [1, п. 10, с. 25-26]. Более того, в первоначальном варианте
* Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект № 08-01-00213, и Программы государ­
ственной поддержки ведущих научных школ РФ (проект № НШ -1071.2008.1).
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п
(1)
к=1
WfhWc ^  n \\ fn \\c, / „  £ ТП(С); (2)
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[2] работы [1] С. Н. Бернштейн доказал это неравенство с константой п  для 
нечетных и четных тригонометрических полиномов и, как следствие, с кон­
стантой 2п -  для полиномов общего вида (1). В авторских комментариях 
[3, п. 3.4, с. 527] С. Н. Бернштейна к работе [1] имеется следующая фраза: 
«Приведенный здесь (т. е. в [1, п. 10, с. 25-26]) вывод, показывающий, что 
общее неравенство является элементарным следствием того же неравенства 
для суммы синусов, сообщенный мне Э. Ландау вскоре после появления дис­
сертации [2], впервые был опубликован в [4, с. 39]». Отметим, что работа [2] 
вышла в 1912, а монография [4] -  в 1926 году.
В 1914 году М. Рисе [5] (см. такж е доказательство, к примеру, в [6, т. 2, 
гл. 10]) получил неравенство (2) с наилучшей константой п  (как на множестве 
77 (М), так и на множестве 77(С)) с помощью известной интерполяционной 
формулы М. Рисса для производной тригонометрического полинома. А имен­
но, М. Рисе доказал такое утверждение.
Т е о р е м а  1 .1 . Д л я  производной произвольного тригонометрического поли­
нома / п Е 77 (С) порядка п  ^  1 имеет место формула
поэтому из формулы (3) следует неравенство (2) (с константой п).
На данный момент известно по крайней мере четыре доказательства нера­
венства Бернштейна: 1) доказательство С. Н. Бернштейна (с применением 
идеи Э. Ландау) для множества 77 (®0 [1, п. 10, с. 25-26; 7, отд. IV]; 2) до­
казательство М. Рисса для множества 77 (С) [5; 6, т. 2, гл. 10], основанное на 
формуле (3); 3) доказательство С .Б .С течки н а для множества Тп (М), осно­
ванное на идее сравнения произвольного полинома с экстремальным поли­
номом; это доказательство приведено, например, в книге Н. К. Бари [8, с. 47- 
48], см. такж е И. К. Даугавета [9, гл. 2, § 6]; 4) доказательство автора [10, 11]
2 п
(3)
к= 1
в которой
1
(4)
Д ля коэффициентов формулы (3) выполняется равенство
2 п
(5)
к=1
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для множества Тп (С), основанное на иных соображениях. Д ля множества 
7ДМ) самым простым является доказательство С. Б. Стечкина; для множе­
ства 7Д С ) -  М. Рисса.
Условимся символом %  обозначать любое из множеств 7ДМ) или Тп (С), 
в том случае когда соответствующее утверждение справедливо для каждого 
из этих двух множеств.
К ак следствие (2) при любом г ^  1 имеет место точное неравенство
и вновь экстремальные полиномы неравенства (6) имеют вид a c o sn t  + bsinnt.
1.2. В дальнейшем неравенства (2) и (6) обобщались в разных направле­
ниях. В 1928 году Г. Сеге [12] доказал, что при любом вещественном а  имеет 
место точное неравенство
к = 1
есть полином, сопряженный полиному / п. Из этого неравенства, в частности, 
следует неравенство Бернштейна (2), (6) и неравенство
для производных порядка г ^  1 сопряженного тригонометрического полино­
ма.
А. Зигмунд в 1933 году [6, т. 2, гл. 10 (3.25)] доказал следующее утвержде­
ние. Если функция (р на полуоси [0, оо) выпуклая вниз и не убывает, то
dt, U  6 %.  (10)
\ \ fn}\\c ^  nr \\fn\\c, f n £ T n; (6)
|| Д  cos а  +  f'n s in a llc  ^  n\\fn\\c , / л £ % (7)
в котором
п
(8)
\\ЛГ)\\с ^ n r \\fn\\c, f n £ T n (9)
Взяв ip (и) — uv ^ р  ^  1, получаем неравенство
IIД cos а +  fn s in a ||Lp ^  n\\fn\\L ( И )
в пространстве L p с нормой
/ I г2тт \  1/Р
н / н Щ Д  \ n r n t )  . (12)
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Из (11) следует, что для любого натурального г и 1 ^  р < оо справедливы 
неравенства
\\Аг)\ К ^ п г т \ Ьр, f n € % ,  (i3)
l l I r ) l|LP ^ n r ll/n| |Lp, f n e T n .  (14)
Все приведенные выше неравенства точные и обращаются в равенства на 
полиномах f n (t) — а cos n t  +  b sin nt.
Неравенства (7 ) - ( l l)  являю тся следствием интерполяционной форму­
лы, аналогичной формуле Рисса (3), полученной Г. Сеге. А именно,
Г. Сеге доказал [12] следующее утверждение (см. такж е доказательство 
в [6, т. 2, гл. 10, п. 3]).
Т е о р е м а  1 .2 . При любом вещественном а  для произвольного тригономет­
рического полинома f n e T n порядка п  ^  1 имеет место формула
2 п
j'n { t)co sa  + f n { t ) s m a  =  ^ { - l ) kß kf n (t + п ) ,  t i Е ( - 00, 00), (15)
к= 1
в которой
/ ч к а  / ч 1 —(—l ) fecosa
т* = T f c ( a )  = -7Г  + ß k = ß k (a)  = --------    2 . (16)
п п  4n ^sin ___ J
2 п
Д ля коэффициентов формулы (15) имеет место равенство ^2 \ßk \ — п,
к=1
поэтому из формулы (15) следуют неравенства (7)-(11).
1.3. Г. Сеге [12] на множестве тригонометрических полиномов 7ДМ) с ве­
щественными коэффициентами доказал более общее в сравнении с (7) утвер­
ждение. С помощью (вещественного) тригонометрического полинома
п —1
ip(t) — Ао +  2 Хк cos kt  (17)
к= 1
и вещественного параметра а  на множестве Тп тригонометрических полино­
мов (1) определим оператор 0 П формулой
п
®nfn(t) — ^п-к[ак c°s (kt +  а) +  bk sin (kt +  а)]. (18)
к=1
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Т е о р е м а  1.3. Если полином  (17) является неотрицательным:
ip(t) ^  О, t e  (—оо, оо), (19)
то для вещественного а  во множестве  7^(М) имеет место (точное) нера­
венство
Оператор f ^ c o s a  +  f a s ı n a  есть частный случай (18) при А& — п — к 7 
О ^  к ^  п  — 1. В этом случае полином (17) имеет вид
п —1
есть ядро Фейера, которое, как известно, неотрицательное. Поэтому неравен­
ство (20) содержит неравенство (6) (для множества 7^(М)).
С. Н. Бернштейн в работе [13] 1935 года получил более общее утверждение 
в сравнении с теоремой 1.3 Г. Сеге. Рассмотрим вещественный тригономет­
рический полином
С помощью этого полинома и вещественного параметра а  на множестве 
7^(М) тригонометрических полиномов (1) (с вещественными коэффициента­
ми) определим оператор 0  =  0 П формулой
Т е о р е м а  1.4. Д л я  того чтобы для оператора (22) во множестве  7^(М) 
имело место неравенство
\\&nfn\\c ^  Ао||/п||сЭ Sn £ %• (20)
ip(t) — п  +  2 ^ ^ ( п  — к) cos kt — 2nFn- ı ( t ) ,  
к=1
где
п —1
п —1
ф{к) — Ао +  An cos n t  +  2 ^ ^ (А к cos kt  — sin kt). (21)
к = 1
п
&nfn(t)  — ^  ' Ц п —k-^-k,aif) Р'п—аЛа;,оЛ)} :
к=0
(22)
здесь ц 0 = Цп = О,
Ak,ct(t) — cos (kt +  oı) +  bfc sin (kt  о), 
-В к,a. (S) ~  —&к COs(kt +  О)) И- Од Sİn(/b£ О)).
11©п/пНе ^  А0| | / П||сз /п  £ 7^(М), (23)
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необходимо и достаточно, чтобы для полинома (21) выполнялось следующее 
условие неотрицательности:
(У. ки
> 0 , ьк = — -\------ , 0 ^  к ^  2п -  1. (24)
п п
1.4. Теоремы 1.1 и 1.2 дают решение еще по крайней мере двух экстре­
мальных задач для полиномов. Обсудим эти вопросы для формулы М. Рисса
(3) и только на множестве полиномов с вещественными коэффициентами.
1) Д ля пространства С — С(М) сопряженное пространство С* можно 
отождествить с пространством V  (вещественнозначных) функций ц  ограни-
27Г
ченной вариации \ /  /а =  \ /  /а на отрезке [0 , 2я], непрерывных слева в каждой
о
точке полуинтервала (0,27т]. При этом каждый функционал у* Е С* пред­
ставляется в виде
г2тт
( у * Л ) =  / е С ,
</0
где /а Е V, причем
27Г
\\у*\\с* =У И-
0
Перепишем неравенство (2) (на множестве 7ДМ)) в следующей эквива­
лентной форме:
1/п(0)| ^  га||/п ||с , / п е Щ  (25)
неравенство (25) -  точное и обращается в равенство лишь на полиномах
fn(t)  — аБ т пх .  Этот результат означает, что норма (линейного) функци­
онала / 7(0) производной в точке 0 на подпространстве 7ДМ) пространства 
С (Ж) равна п. В силу (3) имеет место формула М. Рисса
2 п
/«(о) =  У Д - Щ Ч / п Ы ,  /„  € % № ,  (20
к=1
для коэффициентов которой справедливо соотношение (5). Формулу (26) 
можно записать в виде
1 Г2п
/п(0) =  -  /  к { и ) ё М п {и), и  6 Тп(ж), (27)
где М п есть кусочно постоянная функция, разрывы которой сосредоточены 
в точках тк, 1 ^  к ^  2га, и, более того, М п (тк) — М п (тк — 0) =  (—1)ка ктг. Фор­
мулу (26) (или, то же самое, (27)) можно интерпретировать как конструкцию
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продолжения функционала производной / ' ( 0) с подпространства 7ДМ) на все 
пространство С (Ж) с сохранением нормы.
2) Д ля тригонометрических полиномов имеет место представление
1 Г2п
Л Д ) =  -  /  / п (и)т>п (и + г)<1и, / п е  Тп (Щ, (28)
к  Л
где
Т)„(£\ =
1
А Д )   -  +
*=1
есть ядро Дирихле. Отсюда следует формула
2 /*27г
/п ( 0) =  -  /  /п{и)Т>'п (и) ёи = -  / п (и)<Юп (и), /„  6 Гг (К). (29)
^  7о ^  7о
Обозначим через 7 ^ “ множество функций ц Е У, «ортогональных» про­
странству 7ДМ), т. е. обладающих свойством
1 727Г
-  /  /п{и)(1ц(и) = 0  V / га е  7Ц К ). (30)
^  7о
Д ля любого элемента ц Е 7^~ наряду с (29) имеет место формула
1 727Г
/п(0) =  -  /  /п(м) <1{Т>п(и) -  ц{и)), / п еТп(Ш). (31)
^  7о
А следовательно, справедливо неравенство
27Г
\ Ш \ ^ - Ш \ с \ / ( ъ п - 0 ,  / п е Г „ ( 1 ) .  (32)
^  0
Рассмотрим величину
Щ Л г ; 7 У )  = { у Щ  -  Л  : I4 ^  7 у |  ( з з )
наилучшего приближения ядра Дирихле множеством 7^~ по вариации. По­
скольку неравенство (25) точное, то имеет место оценка и п (Т>п ]Т^-) ^  ттп. 
Следуя идеям работ Л .В .Т айкова [14, 15], нетрудно показать, что на самом 
деле имеет место равенство
и п ( р п -,Тп) =  тгп, п  ^  1; (34)
более того, разность ц п =  Т>п — М п принадлежит классу 'Ц  и именно эта 
функция решает задачу (33), т. е. дает нижнюю грань в (33).
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2 . Н е р а в е н с т в а  Б е р н ш т е й н а  и С еге  в п р о с т р а н с т в а х  L p п р и  0 ^  р <  1
Функционал || • ||р в дальнейшем будет рассматриваться при 0 ^  р ^  оо. 
В случае 0 <  р < оо считаем, что он определен формулой (11). Д ля крайних 
значений р полагаем
П/Шоо =  ijm  l l / l kP =  ll/llc =  m a x { |/( i) | : £е[0,2тг]},  (35)£>—)► + ОО р
l l / I k  =  д ™ 0 \ \ f \ K  =  exp ( A  J  in \ f ( t ) \d t j  . (36)
В 1975 году В. И. Иванов [16], Э. А. Стороженко, В. Г. Кротов, П. Освальд
[17] при исследовании прямых и обратных теорем теории приближения в про­
странствах Lp, 0 <  р  <  1, доказали, что при каждом р  существует константа 
с(р) такая, что имеет место неравенство
Ыг)\\ьр ^  Ф К Н / п | Д ,  fn  е Тп ; (37)
причем при р  + 0  константа с(р) ведет себя по р  как (1 / р ) 1^ .  После этих 
работ последовал ряд результатов по уточнению константы с(р). Так, в работе
[18] А. Мате и П .Н еваи 1980 года было, в частности, доказано, что в (37) 
можно взять с(р) =  ( l l ) 1/^.
В 1979 году В. В. Арестов [10] (подробное доказательство см. [11]) доказал, 
что при всех р, 0 ^  р  <  1, в неравенстве (37) константа с(р) равна единице и, 
значит, неравенство (13) имеет место при всех р  ^  0. Итак, справедлива
Т е о р е м а  2 .1 . При любых  0 ^  р  ^  оо и целых п  ^  1, г ^  0 во множестве  
%г — 7Д С ) имеет место неравенство
\ \й г)\\ьр ^  n r \\fn \\Lp, f e T n - (38)
На полиномах a cos n t  +  b sin n t  это неравенство обращается в равенство; 
более того; если 0 <  р  ^  оо, то других экстремальных полиномов нет.
Относительно неравенства (14) подобное утверждение уже не имеет места. 
Обозначим через К р{п,г)  наименьшую константу в неравенстве
\ \ & \ ь р < к р( п , г ) Ш \ Ьр, f e T n .  (39)
Приведенные выше результаты Г. Сеге и А. Зигмунда означают, что
К р(п 7г) — п Т для 1 Д р Д ос.
Приводимые ниже в этом пункте результаты доказаны в работе В. В. Аресто­
ва [19].
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Т е о р е м а  2 .2 . При любых  0 ^  р  ^  оо и целых п  ^  0, г ^  0 имеют место  
неравенства
п г ^  К р(п, г) ^  К 0(п ,г) .  (40)
Последнее неравенство означает, что константа К р(п ,г) ,  как функция па- 
раметра р, является наибольшей при р — 0 .
Т е о р е м а  2.3. При всех целых п  ^  0, г ^  0 Рлл р — 0 полином
hn {t) — 2n (l +  cos t )n
является экстремальным в неравенстве (39) щ как следствие;
Л Ц п ,г )  =  Щ г)1к -
Т е о р е м а  2.4. Егуш г ^  n l n 2 n ,  т о
К р(п ,г )  = п г (41)
при всех р  ^  0 .
Равенство (41) при всех р  ^  0 справедливо в том и только в том случае, 
если оно имеет место при р — 0. Условие г ^  п \ п 2 п  является лишь доста­
точным для того, чтобы К о(п ,г )  =  п г . Это равенство выполняется в том и 
только в том случае, если все 2п  нулей конкретного полинома hn веществен­
ные. У автора есть гипотеза, что для этого необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялось условие г ^  п  — 1.
Т е о р е м а  2.5. Д лл фиксированного г при п  —» оо справедливо соотношение
K 0(n ,r)  = 4£п, en =  n +  o(n). (42)
Таким образом, АТо(?тО п0 п  ПРИ фиксированном г растет существенно
быстрее, чем К р(п7г) — п г для 1 ^  р  оо.
3. Н е р а в е н с т в а  д л я  а л г е б р а и ч е с к и х  м н о го ч л е н о в  
н а  е д и н и ч н о м  к р у г е  к о м п л е к с н о й  п л о с к о с ти
3.1 . Приведенные выше неравенства для тригонометрических полиномов 
можно переписать в виде соответствующих неравенств во множестве алгебра­
ических многочленов на единичном круге (а точнее, на единичной окружно­
сти) комплексной плоскости. Пусть V n есть множество алгебраических мно­
гочленов Рп степени п  с комплексными коэффициентами, которые нам удобно
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здесь записывать в виде
П / \
p n{z) = ^ 2  ( (43)
к=0 ^ '
Многие из приведенных выше утверждений являю тся следствием резуль­
татов автора [11, 21] для композиции Сеге алгебраических многочленов. Ком­
позицией Сеге многочлена
(4 4 )
к=0 ^ '
и многочлена (43) называют многочлен
W )  =  t ( " ) W ;  (45)
к=0 ^ '
свойствам этой операции посвящено много работ (см. [7, т. 2, отд. 5; 22, гл. 4] 
и приведенную там библиографию). При фиксированном Лп формулой (45) 
определен линейный оператор в V n ; этот оператор мы будем обозначать тем 
же символом Лп, что и многочлен (44).
Пусть Ф+ есть множество функций (д, определенных, неубывающих на 
полуоси (0 , оо), абсолютно непрерывных на каждом конечном отрезке, леж а­
щем в (0 ,оо), и обладающих тем свойством, что тр'(и) такж е не убывает. 
Перечисленным условиям удовлетворяют, к примеру, функции 1пщ ир для 
0 <  р < оо. В работе автора [21] доказано следующее утверждение.
Т е о р е м а  3 .1 . Д л я  любой функции (р Е Ф+ и любых двух многочленов 
^ п ,Р п  С V n имеет место неравенство
р2тт г 2л
/  <р(\(АпРп)(ей )\)сИ ^  /  <p(\\K\\o\Pn (eü )\)dt. (46)
J о J о
Пусть есть множество многочленов из V n , все п  корней которых лежат 
в замкнутом единичном круге \z\ ^  1, V -  множество многочленов из Р п, 
у которых нет нулей в круге \z\ <  1 и V * =  VЦ П V£° -  множество многочле­
нов, у которых все п  нулей леж ат на единичной окружности. Из известной 
формулы Иенсена для мероморфных функций (см., например, [7, т. 1, отд. 3, 
теорема 175]) следует, что если Лп Е V®, то ||Лп ||о =  |АП|, а если Лп Е 
то ||Лп ||о =  |Ао|- Поэтому следующее утверждение содержится в теореме 3.1, 
хотя по времени оно было получено ранее [11].
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Т е о р е м а  3 .2 . Если А п Е или А п Е Е™, то для любой функции (р Е Ф+ 
в Е п имеет место точное неравенство
г 2л г 2л
/  р(\(А пРп)(еи )\)сН /  <р{К{К)\Рп{еи ) Ш  Рп £ Т п ,  (47) 
Уо </о
с константой
N (An) =  тах (|Л 0|, |ЛП|).
В соответствии с тем, какому из следующих условий удовлетворяет опе­
ратор А п
А п еГ°п , Лп е Р п°°, Л „ € ^  =  - Р ° П ^ ,  (48)
на многочленах
а гп, 6, а гп -\-Ъ, (49)
а, Ь Е С ; неравенство (47) обращается в равенство.
В [11] было доказано, что при определенных, дополнительных ограниче­
ниях на и Лп экстремальными в (47) являю тся лишь многочлены (49). 
Д ля функции =  1пгл Е Ф+ неравенство (46) можно записать в виде
||ЛпРп ||о ^  ||Лп ||о||Рп ||о; (50)
в несколько иной форме оно было приведено ранее в [23, теорема 7]. Легко
проверить, что на многочлене тгп (г) =  (1 +  г )п неравенство (50) обращается 
в равенство.
При фиксированном Лп обозначим через А^(ЛП), 0 ^  р  ^  оо, наименьшую 
константу в неравенстве
||ЛпРп ||р ^  ^ ( А п)\\Рп \\р, Рп Е Е п . (51)
К ак только что было отмечено,
АГо(Ап) =  ||ЛП||0.
В силу теоремы 3.1 справедлива оценка
АГр(Ап) ^  Щ (А п) — ||АП||0, 0 ^  р  ^  оо.
Д ля сравнения напомним хорошо известный факт, что
АГр(Ап) ^  АДДЛу^), 1 ^  р  ^  оо.
В условиях теоремы 3.2 на полином Лп выполняется равенство
АГр(Ап) =  та х ( |А 0|, |АП|) (52)
при всех значениях р, 0 ^  р  ^  оо.
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3.2 . Тригонометрический полином фп Е Тп (С) представляется в виде 
/п(^) — С“ П^ (С ), С =  Р  С Ръп- Поэтому экстремальные задачи для триго­
нометрических полиномов порядка п  на оси (периоде) можно записать в виде 
соответствующих задач для алгебраических полиномов порядка 2п  в круге 
\г\ ^  1. Операции дифференцирования в Тп (С) будет соответствовать в Пъп 
операция А Р (г)  — гР '(г )  — п Р (^ ), т. е. операция
п
А Р { г ) = г Р \ г ) - - Р { г )
во множестве многочленов Пп порядка п.
Д ля а  Е С на множестве Пп многочленов (43) рассмотрим более общий 
оператор
До,Р(г) = гР'(г) -  аР(г) = У Щ  -  а ) ( ” )  скгк. (53)
к=о ^ ’
Этот оператор является композицией Сеге (45), которая определена много­
членом
А а (г) — ^  (к — а ) г к — (г +  1 )п -1 ((п — а )г  — а). (54)
Последняя формула, в частности, показывает, что оператор (53) удовлетво­
ряет условиям теоремы 3.2. К ак частный случай этой теоремы, справедливо 
следующее утверждение [11, следствие 6].
Т е о р е м а  3 .3 . Пусть (р Е Ф+ . Тогда при любых п ^ Х и г ^ Х  во множ е­
стве Тп (С) тригонометрических полиномов порядка п имеет место точное 
неравенство
г2л г2л
/  ^(1/пГ)Д 1 )^  ^  /  Ц п г | / п(Д)сЙ. (55)
70 70
Полиномы аеш1 +  Ъе~гп1 для произвольных комплексных  а, Ь обращают это 
неравенство в равенство; если функция иср'(и) (строго) возрастает на чис­
ловой оси, то других экстремальных полиномов нет.
Утверждения теоремы 2.1 содержатся в последней теореме. Оператору
Пт)фп дифференцирования сопряженного тригонометрического полинома так­
же соответствует композиция Сеге во множестве Пъп алгебраических мно­
гочленов. Однако порождающий эту композицию многочлен Л2П в общем 
случае уже не удовлетворяет условиям теоремы 3.2, а точнее, нули много­
члена Л2П могут леж ать как внутри, так и вне единичного круга. Именно 
этот ф акт является причиной того, что, как видно из результатов предыду­
щего параграф а, в пространствах Ьр при 0 ^  р  <  1 ситуация с неравенством 
Сеге существенно сложнее в сравнении с неравенством Бернштейна; более 
подробно см. работу автора [19].
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4. Н е р а в е н с т в а  о тн о с и т ел ь н о  (д-м етрик 
с н е у б ы в а ю щ и м и  ф у н к ц и я м и  ip
В этом параграфе через Лп будем обозначать (произвольный) линейный 
оператор во множестве Тп тригонометрических полиномов порядка п  ^  О 
с вещественными или комплексными коэффициентами, норма которого на 
множестве Тп с нормой пространства С  равна единице. Таковыми, в частно­
сти, являю тся оператор дифференцирования
(Dnf n)(t) = ^  (56)
п
и оператор
(Gnfn) (t) =  ап cos n t  +  bn sin nt,  (57)
который полиному (1) сопоставляет его старшую гармонику.
Д ля функции ip с достаточно хорошими свойствами на полуоси (0, +оо) 
обозначим через сп (Ап , ip) наилучшую (наименьшую) константу в неравен­
стве
f  ip(\ (Anfn) ( t) \)d t  ^  сп(Лп, ip) (  ip (\ fn (t)\)dt, f n ^ T n -  (58)
J — 7Г J — 7Г
Неравенство (58) для функций ip E Ф+ изучалось в работе [11] и обсуж­
далось в двух предыдущих параграфах. В частности, в [и] доказано, что 
Cn(Gn ,ip) — 1 для любой функции ip G Ф+ . Последний результат означает,
/ 7Г
ip ( | /  (t) I ) dt
-1Г
гармоника ап cos nt-\-bn sin n t  младшими гармониками не приближается; этот 
ф акт был давно и хорошо известен в пространствах Lp, 0 <  р  ^  оо.
Пусть Ф есть множество функций ip, неотрицательных и неубывающих на 
полуоси [0, оо). Исследование константы cn (An ,ip) для конкретных функций 
ip G Ф (уже для операторов (56) и (57)) является весьма трудной задачей. 
Представляет интерес наибольшая из таких констант, т. е. величина
С п(Ю  =  sup{c„(Ara, р)  : р  € Ф}. (59)
Рассмотрим конкретную функцию p*(t) =  0, 0 ^  t < 1; p*(t) =  1, t ^  1.
/ 7Г
i p * ( \ m \ ) d t  — j^ifu)) г Де м(/п) есть мера (Лебега) множества
-7Г
точек периода, в которых модуль полинома / п больше или равен 1:
H(fn) =  m esE ( f n), E ( f n) = {t G [-тг,тг] : \ fn (t)\ ^  1}.
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Поэтому неравенство (58) для функции <р* принимает вид
м(Лга/п) ^  сп (Ап , (p*)ß(fn), f n е  Тп . (60)
Поскольку функция р* принадлежит классу Ф, то имеет место неравенство 
сп(Лп,(Д) ^  сп (Ап). На самом же деле две последние величины совпада­
ют [24].
Л е м м а . При любом п  ^  0 для любого линейного оператора А п имеет  
место равенство sup{cn (An , <д) : р  Е Ф} =  сп(Ап,(Д),  т.е. в задаче (59)
верхняя грань достигается именно на функции р*.
Неравенство (60) изучал А. Г. Бабенко [20] в 1992 году. В частности, он до­
казал, что для оператора Gn константа а п — cn (Gn ,</?*) удовлетворяет нера­
венствам \ f b i  ^  а п ^  п \ / 2.
Более тонкую, в сравнении с (60), задачу изучали А .С .М енделев 
и М. С. Плотников. Д ля у ^  1 положим
<?п{у) =  in f{ m (/n_ i) : f n-1 <Е 7ДМ)}, (61)
m ( f n - i )  =  mes {t E [0 , 27t] : \y cos n t  + f n- i( t ) \  ^  1}.
A.C.  Менделев [25] анонсировал в 2000 году, что при любом у  ^  1 имеет место 
формула
ап (у) =  4 arccos —р щ . (62)
Ранее эта формула была получена при больших значениях у в совмест­
ной курсовой работе А. С. Менделева и М. С. Плотникова. Из формулы (62), 
в частности, следует, что для наилучшей константы в неравенстве (60) имеет 
место равенство
а п — л/2n, п  ^  1. (63)
Равенство (63) и приведенная выше лемма влекут следующее утвержде­
ние [24].
Т е о р е м а  4 .1 . При п  ^  1 имеют место равенства
Cn(Gn) — — л/2п.
Д ля оператора дифференцирования D n неравенство (58) называют нера­
венством Бернштейна. В работе [11] доказано, что cn (Dn ,p )  — 1 для любой 
функции (р Е Ф+ . В частности, при любом р  ^  0 на множестве Тп имеет место 
точное неравенство Бернштейна | | / ^ | | l p ^  ^ ||/п ||ь р- Ни для одной функции 
р  Е Ф, не принадлежащей классу Ф+ , точное значение или хотя бы хорошие
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оценки константы cn (Dn ,ip) в настоящее время неизвестны. Конечно, пред­
ставляет интерес наибольшая из констант cn (Dn) =  sup{cn (Dn ,ip) : (р Е Ф}.
Используя результаты работы [20], можно лишь сделать вывод, что справед­
ливы оценки
— ln(2п  +  1) ^  cn (Dn) ^  2п.
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